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Rozktad prawdopodobienstwa dziennych wyptat
Zz bankomatow

Do wczesnych lat 80. ub. wieku system wptat i wyptat byt stosunkowo prosty
i sktadat si¢ z gotowki, czekow, bankow oraz przelewow. Wraz z wprowadze-
niem kart debetowych i kredytowych ten system zmienit si¢ zasadniczo.

Jednym z istotnych elementéw systemu bankowego staly si¢ sieci bankoma-
tow (Automated Teller Machines — ATM). Historia bankomatéw sigga konca
lat 70. XX w., kiedy to pierwszy bankomat udostgpniono klientom nowojorskie-
go oddzialu Chemical Bank. Poczawszy od lat 80. ub. wieku liczba bankomatow
zaczela stale rosnaé, za$ liczba okienek bankowych odpowiednio spadac.

W ostatnich latach liczba automatéw w krajach wysoko rozwinigtych ustabili-
zowala sig, a nawet zaczeta spada¢c — 1 to pomimo realnego ciagtego wzrostu
gotowki. Przyczyna tego moga by¢ banki, ktore sa odpowiedzialne za dystrybu-
cje gotowki, poniewaz operuja czescia bankomatéw. Jednak nalezy zaznaczyc,
ze banki bezposrednio nie korzystaja finansowo na dystrybucji gotowki (korzys¢
odnosi tu bank centralny), wprost przeciwnie — dystrybucja gotéwki jest dla
bankéw zrodtem powaznych kosztow. Chociaz banki moga pokry¢ czesé tych
kosztow poprzez rozne optaty i taryfy, stopa zwrotu netto z gotowki jest ujemna.
Co wigcej, uzycie gotowki zmniejsza depozyty i w ten sposoéb zmniejszaja si¢
zyski bankéw. Jednak banki nie moga wstrzyma¢ dostaw gotdwki, poniewaz
znaczna cz¢$¢ klientow ciagle jej jeszcze uzywa. Jesliby wige bank nie miat
mozliwos$ci prowadzenia ustug gotdowkowych, to moglby utraci¢ istotng czgs¢
klientow.



W Polsce pierwszy bankomat pojawit si¢ w drugiej potowie lat 80. ub. wieku
w III Oddziale Banku Polska Kasa Opieki SA w Warszawie (dzi$§ Pekao SA).
Jednak dopiero w drugiej potowie lat 90. ub. wieku bankomaty zaczely odgrywac
istotng rol¢ w ksztattowaniu calego systemu. Od tego czasu ich liczba zacze¢la
wyraznie wzrastac, jednoczesnie wzrastata liczba operacji bankomatowych i ob-
roty w bankomatach. Zwigkszata si¢ rowniez liczba operatoréw bankomatow.

Badania wykazaty, ze istnieje istotna i odporna zalezno$¢ migdzy liczba ban-
komatéw (w relacji do ludnosci) i liczba sieci (operatorow) bankomatow. Jedna
z nich jest Euronet, ktory powstat w 1994 r. w Budapeszcie, a juz w roku 1996
wprowadzit pierwsze bankomaty w Polsce.

Od tego czasu rozwdj sieci bankomatowych byt bardzo dynamiczny. Na
wykresie zobrazowano zmiany liczby bankomatéow wszystkich operatorow
w Polsce w latach 1999—2011.

W Polsce dziata prawie 18 tys. bankomatdéw, w ktorych np. w trzecim kwarta-
le 2011 r. dokonano prawie 180 mln operacji (wyplaty, depozyty, przelewy,
zakup towarow lub ustug) na kwote ponad 70 mld zt. Sa to kwoty, ktore znacz-
nie przewyzszaja sumy operacji pieni¢znych w oddziatach bankowych.

Tak duza ilo$¢ operacji oraz ogromny przeplyw gotowki powoduja, ze zarza-
dzanie obstluga sieci bankomatéw ma ogromne znaczenie dla operatora tej sieci.
Btedne decyzje zwiazane z zarzadzaniem bankomatami, ktorego elementami sa
m.in.: lokalizacja bankomatu, wielko$¢ i moment doladowania oraz logistyka
konwoju moga nie$¢ za soba istotne zwigkszenie kosztow obshugi. Operatorzy
zatem poszukuja rozwiagzan mogacych zoptymalizowac obstuge sieci bankoma-
tow, ktorymi zarzadzaja.

Jednym z istotniejszych elementéw zarzadzania bankomatem lub siecia ban-
komatéw jest prognoza wielkosci wyplat z danej maszyny. Mozliwo$¢ dobrej
predykcji wielkosci wyptaty z bankomatu pozwala na zbudowanie optymalnego
systemu zarzadzania minimalizujacego koszty obstugi poprzez fakt, ze w ban-
komacie nie bedzie za duzo pienigdzy, ktore nie bylyby w obrocie, a w rezulta-
cie nie przynosityby zysku. Ponadto trafne prognozowanie wielkosci wyptat
minimalizuje ryzyko, ze dany bankomat bedzie pusty, co mogtoby powodowac
niezadowolenie klientow.

Z punktu widzenia obnizki kosztow obstugi bankomatéw istotna rol¢ moga
odgrywaé takze ogdlne prognozy zapotrzebowania klientow bankomatéw na
gotowke. Prognozy te moga by¢ uzyteczne z punktu widzenia zarzadzania go-
towka, okreslania poziomu ryzyka, a przede wszystkim moga by¢ podstawa
przyjecia przez operatora odpowiedniej strategii napelniania bankomatéw go-
towka. Sa to zlozone zagadnienia, bowiem wyniki badan (prognoz) nie moga
by¢ oparte tylko na przesztych zachowaniach klientow, ale powinny bra¢ pod
uwage dodatkowe czynniki, jak np. aktualng liczbg i strukturg ludnos$ci obszaru,
na ktorym znajduja si¢ bankomaty. W modelach badawczych nalezy uwzgled-
nia¢ nie tylko wystgpowanie sktadnika systematycznego, ale i efektow loso-
wych.
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Aby mozliwa byta predykcja szeregu czasowego, w pierwszym etapie nalezy
poznaé¢ wilasnos$ci statystyczne danych empirycznych pochodzacych z maszyny
bankomatowe;j.

W artykule podjeto préobe dopasowania rozktadu sumy dziennych wyptat
z bankomatow. Autorzy maja na celu zbadanie, czy wybrane przez nich rozktady
moga skutecznie opisywaé strukture statyczna szeregu wyplat z bankomatow.
Dodatkowo sprawdzimy, czy rodzaj rozktadu, jaki dopasowano do danych ma
zwiazek z miejscem, w ktorym dany bankomat si¢ znajduje (wojewodztwo,
miejscowosc, typ lokalizacji).

Okreslenie rozktadu teoretycznego dla danych empirycznych ma istotne zna-
czenie w prognozowaniu. Znajomo$¢ prawdopodobienstwa wystapienia danych
o niskich oraz wysokich warto$ciach moze istotnie wptywac na jako$¢ prognozy.
Niektore szeregi czasowe wykazuja tzw. ,,efekt kalendarza”, tzn. ich wartosci
moga zaleze¢ od pory roku, miesiaca, dnia tygodnia, pory dnia itd. W sytuacji
gdy szereg czasowy jest nim obarczony, to jesli znany jest teoretyczny rozktad
prawdopodobienstwa dla analizowanych danych, jesteSmy w stanie zwery-
fikowaé, czy prognozy ,,0dstajace” sa dopuszczalne czy tez nalezy je skory-
gowac.

Dodatkowo przedstawimy i porownamy wyniki badan podstawowych wias-
nosci statystycznych wielkoSci wyplat z bankomatow wedlug réznych typow
ich lokalizacji.

PRZEGLAD LITERATURY

Zagadnienie optymalizacji zarzadzania siecia bankomatowa jest problemem
do$¢ znanym. Istnieje wiele firm oferujacych rozwiazania w tym zakresie. Jed-
nak w literaturze przedmiotu trudno napotkac¢ na publikacje naukowe zwiazane
z badaniami za pomoca modeli ekonometrycznych wielkosci wyplat gotdwko-
wych z bankomatow. Wynika to glownie z braku dostgpu badaczy do tego typu
danych. Operatorzy bankomatow, szukajac optymalnych rozwiazan w zakresie
zarzadzania, zwracajg si¢ zazwyczaj do firm komercyjnych, a nie do pracowni-
kow naukowych. W zwiazku z tym wszelkie analizy tych szeregdw sa utajnione
przez te firmy.

Jedna z najbardziej trafnych prac statystycznych na omawiany temat jest
analiza transakcji za pomoca kart kredytowych autorstwa Handa i Blunt (2001).
Jednakze w literaturze ekonomicznej mozna znalez¢ tez pozycje zajmujace si¢
zwiazkiem pomigdzy liczba bankomatéw i popytem na gotowke. Amromin
i Chakravorti (2007) przeprowadzili analiz¢ za pomoca regresji liniowej danych
panelowych w celu poréwnania krajow, gtéwnie pod katem wzrostu transakcji
przy uzyciu kart debetowych w punktach sprzedazy. Boeschoten (1998) oraz
Snellman i Viren (2006) mieli podobny cel, ale swoje wnioski sformutowali na
podstawie wynikow zastosowania modeli opisujacych indywidualne zachowania
konsumenta.



Boeschoten analizowat dane dotyczace konsumentow holenderskich z okresu
1990—1994 stosujac deterministyczny model inwentarzowy. Zaktadano w nim,
ze klienci utrzymuja staly poziom gotowki i zuzywaja ja ze stala stopa, przy
gotowkowe. Wymienieni badacze wykazali, Ze klienci bankomatéw maja na ogot
nizsze zapasy gotowki niz osoby niekorzystajace z bankomatdéw, poniewaz koszt
uzupetnienia gotowki przez tych pierwszych jest na ogot nizszy niz tych drugich.

Zwiazek pomigdzy kosztem uzyskania gotowki i liczba bankomatoéw mode-
lowali wspomniani Snellman i Viren w postaci deterministycznego problemu
optymalizacyjnego. Zaktadali oni, ze koszty sa proporcjonalne do odlegtosci od
bankomatu. Z kolei Simutis i in. (2007) podjeli probe optymalizacji zarzadzania
gotowka w sieci bankomatowej poprzez wybdr odpowiedniego modelu predyk-
cji wyplat. Autorzy ci wykazuja, ze zastosowanie sieci neuronowych do progno-
zowania wyplat z bankomatoéw pozwala na obnizenie kosztow obstugi sieci ban-
komatowej o ok. 15—20%. Z kolei Armenise i in. (2010) jako metode¢ progno-
zowania wielkosci wyptat z bankomatéw zaproponowali zastosowanie algoryt-
mow genetycznych.

Pomimo tego, ze wymienieni naukowcy stosowali modele wyptat gotowki
przez klientow bankomatow z uwzglednieniem czasu, to jednak przyjete przez
nich uproszczenia uniemozliwiaty sformulowanie wnioskéw na poziomie ma-
kroekonomicznym, jesli chodzi o taczne zapotrzebowanie na gotowke. Autorzy
podkreslili, ze wnioski moglyby by¢ uscislone, gdyby badania byly przeprowa-
dzone na poziomie indywidualnych wyptat.

W badaniu zapotrzebowania na gotowke w bankomatach moga by¢ istotne
takie aspekty, jak ilo$¢ i wielkos¢ wyptat, ich rozktady empiryczne, autokorela-
cja i efekty czasowe. Istotna role w badaniach odgrywaja rozktady. W literaturze
dotyczacej rozktadow wyplat wystepuja generalnie dwa typy. Pierwszy rodzaj to
rozktady opisujace sytuacje, w ktorej wyptata nie zalezy od historii wyplat
(rozktad wielomianowy oraz rozktad Dirichleta efektu losowego). W drugim
typie modeli nie specyfikuje si¢ rozktadu sktadnika losowego, lecz aproksymuje
si¢ go za pomoca rozktadu empirycznego.

W przypadku roznych danych majacych posta¢ szeregu czasowego czgsto
zaktada sig, ze rozktad normalny w przyblizeniu dobrze pasuje do tych danych.
Na tym zalozeniu oparte sa m.in. modele ekonometrii finansowej, np. Blacka-
-Scholesa (Black, Scholes, 1973) stuzacy do wyceny opcji, model Markowitza
budowy portfela, model CAPM (Capital Asset Pricing Model) zaproponowany
przez Sharpe’a (1964) czy tez metody analizy technicznej. Jednak w pozniej-
szych pracach, m.in. Mandelbrot (1963) oraz Fama (1965), wykazali, ze zatoze-
nie 0 normalnosci rozktadu ekonomicznych szeregdw czasowych jest czgsto
nieprawdziwe.

Rozwoj techniki komputerowej pozwalajacy na szybka analizg danych przy-
czynit si¢ do wykazania, ze dane majace postac szeregu czasowego odznaczaja
si¢ wigksza kurtoza niz to jest w przypadku rozkladu normalnego, a ponadto sa
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asymetryczne. Wykazano tez, ze prawdopodobienstwo wystepowania wartosci
ekstremalnych jest duzo wigksze niz w rozkladzie gaussowskim (tzw. ,,grube
ogony”). Odrzucenie normalnosci rozktadu wielu finansowych szeregéw czaso-
wych sklonito badaczy do poszukiwania nowych rozktadéw teoretycznych, ktore
dobrze opisywatyby zachowanie si¢ danych pochodzacych z rynkoéw finanso-
wych.

Pomimo do$¢ obszernej literatury dotyczacej tego tematu (zwlaszcza obcoje-
zycznej), badania opisywane w pracach naukowych zazwyczaj dotyczyly gtow-
nie indeksow lub spoélek notowanych przede wszystkim na roznych gietdach
swiatowych. Ponadto w wigkszosci przypadkéw autorzy poprzestawali na
stwierdzeniu braku normalnosci tychze rozkladow lub na zbadaniu ich zgodno-
sci tylko z pewna grupa wspomnianych rozktadéw.

W Polsce nie zostaty dotad przeprowadzone badania wlasnos$ci statystycznych
wielkosci wyptat z bankomatow. Autorom nie sa rowniez znane prace na ten
temat w literaturze zagraniczne;j.

STRUKTURA DANYCH I ICH WEASNOSCI STATYSTYCZNE

W badaniach wykorzystano dane z 293 bankomatéw firmy Euronet. Jest to
najwigkszy sposrod 28 dziatajacych operatorow sieci bankomatow w Polsce.
Firma obstuguje prawie 25% bankomatow w Polsce, a w jej posiadaniu jest
ok. 3 tys. bankomatow.

Do analizy uzyskano dane w postaci sumy dziennych wyptat ze wszystkich
bankomatéw znajdujacych si¢ w wojewddztwach matopolskim i podkarpackim.
W przypadku bankomatéw, ktore funkcjonowaly przed 2008 r. wykorzystano
dane od 1 stycznia 2008 r. Z kolei dla pozostatych bankomatéw uwzgledniono
w badaniu dane od poczatku funkcjonowania bankomatu. Ostatnia obserwacja
dotyczaca wszystkich bankomatéw pochodzi z 30 listopada 2011 r. Dlugosé¢
analizowanych szeregow czasowych ksztaltuje si¢ od 280 do 1429, w zaleznosci
od tego, jak dtugo dany bankomat funkcjonowat.

Analizowane dane sa dobowymi sumami wyplat z danej maszyny, przy czym
usunicto dane o wartosci 0, czyli takie, ktore oznaczaja, ze bankomat byt niedo-
stepny (zepsuty lub w miejscu niedostgpnym w danym dniu, np. nieczynny hi-
permarket).

Kazdy bankomat opisano trzema cechami: wojewodztwo, liczba mieszkancow
miejscowosci (kategoria miejscowosci) oraz typ lokalizacji. Jako typ lokalizacji
Euronet wprowadza 15 kategorii: lotnisko, oddziat bankowy, dworzec autobu-
sowy, centrum rozrywki, zaklad przemystowy, hipermarket, hotel, stacja benzy-
nowa, dworzec kolejowy, osiedle, restauracja, sklep, centrum handlowe, wezet
komunikacyjny, pozostate. Miato tez miejsce taczenie grup lokalizacyjnych
w tych przypadkach, gdy liczebno$¢ bankomatéow byta zbyt mata, aby miato
sens porownywanie z innymi lokalizacjami. Bankomaty, ktore znajduja si¢ na
lotnisku, dworcach kolejowym oraz autobusowym, a takze w wezle komunika-
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cyjnym zgrupowano w kategori¢ ,.transport osob”. Niska liczba bankomatow
zlokalizowanych w zaktadach przemystowych oraz na osiedlach byla przyczyna
zaliczenia tych bankomatow do kategorii ,,pozostate”. Dodatkowo kazda z miej-
scowosci, w ktorej znajduja si¢ bankomaty, zostala przydzielona do jednej
z kategorii w zalezno$ci od liczby mieszkancow miejscowosci, w ktorej banko-
mat si¢ znajdowat:
e 0— 20 tys. — wsie oraz mate miasteczka — kategoria I,
e 21— 50 tys. — miasta $rednie — kategoria II,
e 51—100 tys. — miasta duze — kategoria III,
e 101—200 tys. — miasta bardzo duze (Rzeszow, Tarnéw) — kategoria IV,
e powyzej 200 tys. — metropolia Krakéw — kategoria V.

Analizowane cechy pozwalaja na zweryfikowanie hipotez zwiazanych z tym,
ze wielkosci wyptat z bankomatéow moga zaleze¢ od ogolnie pojetego umiej-
scowienia bankomatu (wojewddztwo, miejscowos¢, lokalizacja).

TABL. 1. LICZBA BADANYCH BANKOMATOW WEDLUG LOKALIZACJI
ORAZ WOJEWODZTW (stan na 1 marca 2011 r.)

Matopolskie Podkarpackie Razem
w % ogllnej w % ogllnej w % ogolnej
Typ lokalizacji liczba banlligfrlgtéw liczba banlli(c)fr?a)l/téw liczba banllif)frlgtéw
bankomatéw | 5 ojewddz- bankomatéw | S ojewddz- bankomatow badanych

twie twie wojewodztw
Razem ............... 232 79,18 61 20,82 293 100,00
Oddziat bankowy ...... 57 24,57 27 44,26 84 28,67
Centrum rozrywki ..... 6 2,59 — — 6 2,05
Hipermarket ............... 32 13,79 8 13,11 40 13,65
Hotel . 6 2,59 — — 6 2,05
Stacja paliw ............... 23 9,91 2 3,28 25 8,53
SKIEP .o 41 17,67 8 13,11 49 16,72
Centrum handlowe .... 30 12,93 12 19,67 42 14,33
Transport 0s0b ........... 4 1,72 — — 4 1,37
Pozostate ............c.... 33 14,22 4 6,56 37 12,63

Zr 6 dto: opracowanie whasne.

Z tabl. 1 wynika, ze 232 bankomaty zlokalizowano w Matopolsce, natomiast
61 w woj. podkarpackim. Rozktad ze wzgledu na typ lokalizacji rowniez nie jest
rownomierny. Ponad 28% bankomatéw byto w oddzialach bankowych, przy
czym w badanych wojewodztwach wystepuje zréznicowanie w tym rozkladzie.
W woj. podkarpackim ponad 44% analizowanych bankomatow byto usytuowa-
nych w oddziale bankowym, a w woj. matopolskim prawie co czwarty bankomat
znajdowal si¢ w banku. Na kolejnych miejscach — jesli chodzi o liczbe ban-
komatow — uplasowaly sig sklepy, centra handlowe, hipermarkety. Jednak
w przypadku tych lokalizacji nie ma az tak duzych dysproporcji miedzy woje-
wodztwami.

Podobnego podzialu dokonano ze wzgledu na liczbe mieszkancow (tabl. 2).



TABL. 2. LICZBA BADANYCH BANKOMAT()W WEDLUG LOKALIZACJI
ORAZ KATEGORII MIEJSCOWOSCI (stan na 1 marca 2011 r.)

Kategoria miejscowosci
Typ lokalizacji
I I 111 v \%
Liczba bankomatéw
Razem ..o 15 47 25 39 167
Oddzial bankowy .......ccoeceueerenreeieennns 2 17 13 14 38
Centrum rozrywki 1 2 1 — 2
Hipermarket ......... 3 2 5 5 25
Hotel ....... — 1 — — 5
Stacja paliw 2 4 1 1 17
SKIEp v 5 10 4 30
Centrum handlowe .. 1 6 5 10 20
Transport 0sob ...... — 1 — 1 2
POZOStale ...c.ceovvivieieieiiccce 1 4 — 4 28
W % ogoélnej liczby bankomatéw w miejscowosci
Razem ........ 5,12 16,04 8,53 13,31 57,00
Oddziat bankowy . 13,33 36,17 52,00 35,90 22,75
Centrum rozrywki . 6,67 4,26 4,00 — 1,20
Hipermarket ......... . 20,00 4,26 20,00 12,82 14,97
Hotel .............. . — 2,13 — — 2,99
Stacja paliw . 13,33 8,51 4,00 2,56 10,18
SKIED et 33,33 21,28 — 10,26 17,96
Centrum handlowe ..........cccccoevvevevennns 6,67 12,77 20,00 25,64 11,98
Transport 0sob . — 2,13 — 2,56 1,20
Pozostale ........ccooeeieeieeieieeeee 6,67 8,51 — 10,26 16,77

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

Mozna zauwazy¢, ze wigkszo$¢ badanych bankomatow znajdowala sie
w Krakowie (kategoria V), natomiast najmniejszy odsetek bankomatéw odnoto-
wano w miejscowosciach o liczbie mieszkancow ponizej 20 tys. Rowniez po-
dzial bankomatoéw w poszczegdlnych grupach kategorii miejscowosci byt rozny.
W najmniejszych miejscowosciach przewazaly bankomaty w sklepach, nato-
miast w pozostalych miejscowosciach najwigcej bankomatoéw znajdowalo si¢
w oddziatach bankowych.

W celu lepszego poznania struktury danych przeanalizowano podstawowa
statystyke dotyczaca wszystkich bankomatéw tacznie, a nastgpnie podobnej
analizy dokonano dla bankomatow nalezacych do tych samych grup, porownu-
jac jednoczesnie wyniki w poszczegodlnych grupach.

ZESTAWIENIE (1) STATYSTYKI SREDNICH DZIENNYCH WYPLAT
ZE WSZYSTKICH BANKOMATOW

Srednia Odchylenie Wspélcgynni]g Minimum Maksimum
standardowe zmiennosci w %
46857,7 27673,9 59,06 2755 161600

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.



W zestawieniu (1) przedstawiono podstawowa statystyke dotyczaca $rednich
dziennych wyptat ze wszystkich bankomatow. Szczegdlng uwage zwraca umiar-
kowana zmienno$¢ $rednich. Wspotczynnik zmiennosci na poziomie ok. 60%
$wiadczy o tym, ze zroznicowanie $rednich wyplat z bankomatdw jest dosy¢ duze.

W zestawieniu (2) przedstawiono analogiczna analiz¢ wspotczynnikdéw
zmienno$ci ze wszystkich bankomatéw wyrazonych w utamkach dziesigtnych.

ZESTAWIENIE (2) STATYSTYKI WSPOLCZYNNIKA ZMIENNOSCI WYPLAT
ZE WSZYSTKICH BANKOMATOW

. Wspoétczynnik .. .
Srednia w % Odchylenie Zmiennosci Minimum Maksimum
standardowe
w %
201,91 0,471456 23,35 76 335

Zrodto: jak przy tabl. 1.

Wyniki tej analizy wskazuja na duza zmienno$§¢ w strukturach danych po-
szczegblnych bankomatow. Sredni wspolczynnik zmiennosci ksztattowat sie na
poziomie 200%. Jednak jego odchylenie standardowe jest nieduze, co swiadczy
o tym, ze generalnie zmienno$¢ w przypadku wszystkich bankomatow jest zbli-
zona.

W analizie sko$nosci poszczegolnych bankomatdéw istotna jest liczba banko-
matéw o asymetrii lewo- i prawostronnej. W przypadku kurtozy podano liczbg
bankomatoéw, dla ktérych kurtoza jest wyzsza (nizsza) od tej dla rozktadu nor-
malnego.

ZESTAWIENIE (3) WARTOSCI WSPOELCZYNNIKOW ASYMETRII
ORAZ KURTOZY WYPLAT ZE WSZYSTKICH BANKOMATOW

Asymetria Kurtoza

lewostronna prawostronna ujemna dodatnia

31 (10,6%) 262 (89,4%) 112 (38,2%) 181 (61,8%)

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

W przypadku wigkszosci bankomatéw uzyskane wartosci wspotczynnika
asymetrii wskazuja na umiarkowana lub duza sit¢ asymetrii w badanych szere-
gach, co stanowi podstawy do testowania zgodnosci z rozktadami asymetrycz-
nymi. Rowniez warto$ci kurtozy prawie wszystkich bankomatow istotnie odbie-
gaja od warto$ci charakterystycznej dla rozktadu normalnego, co réwniez skta-
nia do zastosowania rozktadow teoretycznych, ktorych funkcja ggstosci ma inny
ksztatt niz w przypadku rozkltadu gaussowskiego. Wyniki analizy przedstawiono
w zestawieniu (3) wskazujac, ze znaczna wigkszo§¢ danych bankomatowych
charakteryzuje si¢ prawostronna asymetria. Wigksza cz¢$¢ bankomatow charak-
teryzuje si¢ wyzsza kurtoza niz w przypadku danych z rozktadu normalnego.



W kolejnosci przedstawimy analogiczne analizy z uwzglednieniem odpo-
wiednich grup zwiazanych z lokalizacja.

W tabl. 3 zamieszczono podstawowe dane dotyczace przecigtnych dziennych
wyplat. Wyniki wskazuja, ze srednia przeci¢tnych dziennych wyptat z bankoma-
tow w woj. matopolskim byta znacznie wyzsza (o ponad 12 tys. z}) niz na Pod-
karpaciu. Jednocze$nie zmienno$¢ tych s$rednich jest praktycznie identyczna.
Analiza wariancji (p-value=0,005 dla testu F) wykazata istotno§¢ w zr6znico-
waniu $redniej z przecigtnych wyptat w tych wojewodztwach.

TABL. 3. STATYSTYKA SREDNICH WYPLAT Z BANKOMATOW

WEDLUG WOJEWODZTW
Wojewodztwa Srednia Odchylenie W'sp(')}crzxnnik Minimum Maksimum
standardowe zmienno$ci w %
Malopolskie .............. 49370,9 28615,3 57,96 2755 161600
Podkarpackie ............ 37299,1 21384,0 57,33 6083 104000

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

Informacje zawarte w tabl. 4 wskazuja, ze rodzaj miejscowosci, w jakiej znaj-
duje si¢ bankomat, okreslony przez liczbe mieszkancow, ma zwiazek ze $rednia
wielkoscia wyplat z bankomatow (p-value=0 dla testu F). Nie jest to jednak
zaleznos$¢ proporcjonalna. Mozna bowiem zauwazy¢, ze najwyzsza $rednia wy-
ptat byta w najmniejszych miejscowosciach. Nieco mniejszg srednig uzyskano
w Krakowie, a najmniejsza w miejscowos$ciach o liczbie mieszkancow od 50 tys.
do 100 tys. Aby wyniki te mozna bylo poprawnie zinterpretowaé, nalezatoby
zbada¢ dodatkowo liczbg¢ bankomatéw przypadajacych na mieszkanca w po-
szczegoOlnych miejscowosciach. Niestety nie jest to mozliwe z powodu zbyt du-
zej zmiennosci liczby bankomatéw na danym terenie.

TABL. 4. STATYSTYKA SREDNICH WYPLAT Z B{&NKOMAT(')W
WEDLUG KATEGORII MIEJSCOWOSCI

thegoma} . Srednia Odchylenie W§ p(’)lcgynmk Minimum Maksimum
miejscowosci standardowe zmienno$ci w %
56480,0 19174,5 33,95 15260 87390
39671,3 222490 56,08 9623 124600
34225,6 17726,2 51,79 7011 89800
42640,6 22711,6 53,26 6083 104000
50891,7 30787,8 60,50 2755 161600

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

Na podstawie danych zawartych w tabl. 8 mozna stwierdzi¢, ze najwig-
cej wyptacono z bankomatow znajdujacych si¢ w hipermarketach, centrach
handlowych oraz na stacjach paliw. Przecigtnie najmniejsze wyplaty odnoto-
wano w hotelach oraz oddzialach bankowych. Rowniez w tym przypadku
wptyw lokalizacji na wielko$¢ dziennych wyplat z bankomatéw jest istotny
(p-value=0,0023 dla testu F).
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TABL. 5. STATYSTYKA SREDNICH WYPLAT Z BANKOMATOW
WEDLUG TYPU LOKALIZACJI

Typ lokalizacji Srednia S%iﬂzlfon\iz ZKIS;(;:S:ZFSII‘;} Minimum Maksimum
Oddziat bankowy .........c......... 30085,8 13460,7 44,74 2755 62100
Centrum rozrywki ............... 47528,3 26451,9 55,66 10550 74730
Hipermarket .........c.cccooeirenene 69484.,8 32145,0 46,26 13570 155900
Hotel ..o 26792,5 25503,8 95,19 5855 71060
Stacja paliw ....c.cocccevererieennne. 60170,4 333434 55,41 18940 161600
SKIEP oo 449524 19649,8 43,71 19310 100300
Centrum handlowe ................. 61748,6 32066,9 51,93 7011 142100
Transport 0SOb ........cccccevveeuenene 38072,5 18725,0 49,18 17080 54790
Pozostate ......cccccoveiviiniinne 41192,2 17611,9 42,76 14990 90970

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

Podsumowujac t¢ czgs$¢ analizy mozna wskazaé, ze $rednia wielko$¢ wyptat
jest istotnie uzalezniona od tego, w ktorym wojewodztwie, w jakiej miejsco-
wosci oraz w jakiej lokalizacji znajduje si¢ bankomat.

Przeprowadzono analogiczng analiz¢ w zakresie wspotczynnikéw zmiennosci,
skosnosci oraz asymetrii. Wyniki wskazuja, ze rowniez one przyjmuja zrozni-
cowane warto$ci w zaleznosci od zlokalizowania bankomatu.

Uzyskane wyniki moga stac si¢ podstawa do postawienia hipotezy, ze wtasno-
Sci statystyczne sumy dziennych wyptat z bankomatow sa uzaleznione od lokali-
zacji bankomatu. Istnieja powody, aby przypuszczac, ze rodzaj rozktadu, ktory
mozna dopasowa¢ do danych, réwniez moze by¢ uzalezniony od tej lokalizacji.

PRZEGLAD ROZKEADOW ORAZ METODOLOGIA BADAN

W tej czesci artykutu scharakteryzujemy rozktady teoretyczne, ktore zostaty
uzyte w celu dopasowania do danych. W szczegdlnosci przedstawimy funkcje
gestosci rozktadow wraz z opisem ich parametrow.

Rozklad logistyczny. Ten rozklad teoretyczny zaproponowat w 1981 r. Smith
(1981). Testowali go tez m.in. Gray i French (1990), Peiro (1994), Aparicio
i Estrada (2001) oraz Suder i Wdjtowicz (2005). Jest to rozktad podobny do
rozktadu normalnego, a gtdwna roéznic¢ stanowia ,,grube ogony”. Funkcja gesto-
$ci rozkladu logistycznego dana jest wzorem:

P

o]
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gdzie:

1 — $rednia,
o — parametr skali,

7o

przy czym dla wariancji prawdziwa jest formuta 02 = 3

Rozklad skalowany #-Studenta. W pracach (Praetz, 1972; Blattberg, Gone-
des, 1974; Peir6, 1994; Aparicio, Estrada, 2001; Broca, 2002; Suder, Woéjtowicz,
2005) pokazano, ze ten rozklad dobrze aproksymuje np. rozktady empiryczne
dziennych stop zwrotu:

= -
(zJJ
gdzie:
17) — funkcja gammy Eulera,
U € (= o0,00) — parametr potozenia,
o’ #0 — parametr rozproszenia,
v>0 — parametr odpowiedzialny za ksztatt.

Je$li zmienna losowa X ma rozktad skalowany #-Studenta o parametrach

xX—p
(o}

U, 0 oraz v, wowczas zmienna ma rozktad #-Studenta z liczbg stopni swo-

body wynoszaca v.

Rozklad potggowo-wykladniczy. Z uwagi na ,,grube ogony” i wystgpujace
w skalowanym rozkladzie #-Studenta wysokie prawdopodobienstwo matych
zmian, Hsu (1982), Gray i French (1990) oraz Broca (2002) zaproponowali sto-
sowanie w badaniu rozkladow stép zwrotu rozktadu potegowo-wyktadniczego.
Funkcja gestosci rozktadu potegowo-wykladniczego rzedu S dana jest wzorem:

B
f(x)= 1 exp[—"““" J
boor(1s1) \ 1607
2p% .o r(1+ﬁj

gdzie pe(—o0,), 0>0 oraz S (0, ) sa parametrami odpowiednio: poto-
zenia, rozrzutu 1 ksztaltu.

12



Jesli B <2,to rozklad posiada ,,grube ogony”, gdy S =2, to rozklad jest
normalny, a dla f>2 mamy do czynienia z rozkladem o ,,waskich ogonach”.
W przypadku gdy S =1 otrzymujemy rozklad Laplace’a, natomiast przy
S — o otrzymujemy rozktad jednostajny.

Mieszanka dwoch rozkladéw normalnych. Innym, uzywanym w literaturze
rozktadem teoretycznym (Press, 1967; Kon, 1984; Peird, 1994; Aparicio, Estra-
da, 2001) jest mieszanka rozktadow normalnych. Funkcja gestosci mieszanki
dwoch rozktadow normalnych ma postac:

P —(x=p)) 1 —(x—p12)
f(x)=4 O_lzmexp{ 202 j+(1 ﬁ,azzmexp( 202

Parametry —oo<p;<o oraz ¢;>0 (dla i=1, 2) opisuja $rednia i odchylenie stan-
dardowe kazdego z dwoch rozktadow mieszanki. Parametry A oraz 1-1 sa
wagami odpowiednich rozktadéw w mieszance (A€ (0,1).

Mieszanka trzech rozkladéw normalnych. Jest to rozktad znacznie rzadziej
stosowany w badaniach niz mieszanka dwoch rozkladéw normalnych. Jednak
zastosowanie mieszanki wigcej niz dwoch rozktadéw mozna znalezé m.in.
w pracach: Baringhaus i Henze (1988), Henze (2002), Rencher (1995). Funkcja
gestosci mieszanki trzech rozktadow normalnych ma postac:

g1 (=) |, 4 —(x—p2)
S(x) 1 Glzmexp[ 20_12 + ZO_zzmexp 20_22 +

+1=A =2y —1 —ex —(x—,tzg)J
( 1 2}0_325 p( 20_32

Parametry —oo < y; < o0 oraz ¢; > 0 (dla i=1, 2, 3) opisuja $rednia i odchy-
lenie standardowe kazdego z trzech rozkladéow mieszanki. Parametry A;, A,

oraz 1—-A;—A, sa wagami odpowiednich rozkladow w mieszance

(A1, A€ (0,1), 4, + 4, <1).

Rozklad hiperboliczny. Funkcja ggstosci tego rozktadu dana jest wzorem:

f=—NCB il a5 o + Bl )

200-5-Kilo\o?~ 52
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gdzie:

a(a>0) oraz f(0 <|f| < o) — parametry ksztattu,

6(6 >0) — parametry skali,

u(ue R) — odpowiada za potozenie,

Ki() — zmodyfikowana funkcja Bessela trzeciego rodzaju z indeksem 1.

Rozktad hiperboliczny zawiera jako przypadki graniczne m.in. rozktady
gaussowski (gdy & — oo, § — ) oraz Laplace’a (dla 6 = 0).

Rozklad normalny odwrotny gaussowski (NIG). Funkcja gestosci tego
rozktadu dana jest wzorem:

il

=2 expigo ~ 7+ flr- )] "
+(x—

Parametry tego rozkladu maja analogiczna interpretacje, jak parametry roz-
ktadu hiperbolicznego. Rozktad hiperboliczny oraz rozktad normalny odwrotny
gaussowski naleza do grupy tzw. uogdlnionych rozktadow hiperbolicznych. Ich
zastosowanie pokazuja m.in. Eberlein i Keller (1995), Kiichler i in. (1999) oraz
Suder i Wojtowicz (2005).

Rozklad a-stabilny. W przeciwienstwie do omoéwionych rozktadow jest on
zdefiniowany za pomoca funkcji charakterystycznej danej wzorem:

exp{— ;/“|t|a(1—i,3sgn(z) tg%)ﬂ'&} o+l

)= exp{— 7|t|(l+iﬂ%sgn(t)ln|t|)+i§t} =1

Rozktad ma cztery parametry, ktore sa zwiazane z czterema pierwszymi mo-
mentami rozktadu. Parametr a (0<a<2) jest nazywany indeksem stabilno$ci
rozktadu i okresla ,,grubos$¢ ogona”. Jesli a=2, to zmienna ma rozktad normalny,
gdy a<2, to rozklad ma ,,ogony grubsze” niz wystgpujace w rozktadzie normal-
nym. S(0<|f|<1) jest parametrem sko$no$ci, natomiast 5(—0o<d <) i y(y>0)
sq parametrami odpowiednio potozenia i skali. Dla @¢=2 i f=0 rozklad a-sta-
bilny staje si¢ rozktadem normalnym, dla =1 i =0 jest rozktadem Cau-

chy’ego, natomiast przy o :% i f=0 rowny jest rozktadowi Levy’ego.

W celu zbadania zgodnos$ci rozktadu empirycznego sumy dziennych wyptlat
z poszczegodlnych bankomatow z analizowanymi rozkladami teoretycznymi za-
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stosowano najbardziej popularne testy zgodnos$ci, tj. chi-kwadrat, Kotmogoro-
wa-Smirnowa oraz Andersona-Darlinga.
Dla testu chi-kwadrat dane zostaly podzielone na k grup. Wykorzystano sta-

tystyke:
k
=1

7 :Z(Oi_Ei)z

, E;
gdzie:
O; — czgstos¢ grupy o indeksie i,
E; — oczekiwana warto$¢ teoretyczna czgsto$ci obliczana na podstawie dystry-

buanty empiryczne;j.

Tak wyznaczona statystyka ma rozktad y> z k—p—1 stopniami swobody

(p okresla liczbe estymowanych parametrow rozktadu). Test chi-kwadrat jest
wrazliwy na sposob grupowania danych przy obliczaniu statystyki.

Wartos$¢ statystyki testowej testu chi-kwadrat jest uzalezniona od licznosci
proby. Identyczne proporcje w tabeli w przypadku wigkszej proby skutkuja wyz-
sza wartoscia statystyki testowej. Dlatego test ten nie moze by¢ wykorzystywany
do poréwnania sity zwigzku migdzy zmiennymi w probach roézniacych sig licz-
noscig. Zalezno$¢ wartosci krytycznych testu od liczby stopni swobody nie po-
zwala na porownanie wynikow uzyskanych w tabelach rézniacych si¢ liczba
kolumn lub wierszy. Aby takie poréwnania byly zasadne, trzeba przeliczy¢ war-
tos¢ chi-kwadrat na odpowiedni do rodzaju danych wspotczynnik sity zwiazku.
Czgsto jest to wspolezynnik V-Cramera. Wielkosci te sa miarami korelacji mig-
dzy zmiennymi nominalnymi i pozwalaja wyrobi¢ sobie zdanie na temat mozli-
wosci prognozowania jednej zmiennej ze wzgledu na druga zmienna. Im sg one
blizsze zera, tym mozliwos$¢ ta jest mniejsza.

Test Kolmogorowa-Smirnowa sprawdza, czy rozklad analizowanych danych
dla pewnej zmiennej losowej rézni si¢ od rozkladu teoretycznego przy
danej skonczonej liczbie obserwacji tej zmiennej. Test wykorzystuje statystyke
postact:

D, = sup |F(xi)_Fn (xi)l

1<i<n
gdzie:
F — zadana dystrybuanta teoretyczna,

F, — dystrybuanta empiryczna,
x; — znane wartos$ci zmiennej losowe;.
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Test Kolmogorowa-Smirnowa jest dobry do oceny zgodnosci rozktadu
w otoczeniu $redniej.

Jednym z gléwnych symptoméw braku normalnosci danych jest wystepowa-
nie ,,grubych ogonow”. Do badania zgodnos$ci rozktadu wykorzystuje si¢ tu sta-
tystyke Andersona-Darlinga, ktora jest zdefiniowana nastgpujaco:

A*=-n-S§

gdzie:

S = i%[lnF(xi )+In(1—F(x,0.)))

F — zadana dystrybuanta teoretyczna,
n — liczno$¢ probki.

Statystyka Andersona-Darlinga jest pewna modyfikacja testu Craméra-von
Misesa pozwalajaca na poprawg jego czutosci w ,,ogonach” testowanego rozkta-
du. Ze wzgledu na wysoka czuto$¢ w ,,ogonach”, czyli dla wartosci ekstremal-
nych, w wielu pracach, takze w naszej, statystyka ta jest rozstrzygajacym kryte-
rium w dopasowywaniu rozktadow.

Warto zwroci¢ uwage na niedoktadno$ci zwigzane z zastosowaniem opisa-
nych testow. Najwazniejsza z nich jest fakt, ze testuje si¢ zgodno$¢ z rozktada-
mi, ktorych parametry zostaly wczesniej wyestymowane metoda najwigkszej
wiarygodnosci. Pociaga to za soba konieczno$¢ ostroznej interpretacji uzyska-
nych wynikow, w szczegdlnosci w przypadku, gdy hipoteza o zgodnosci z bada-
nym rozkladem zostaje odrzucona.

WYNIKI DOPASOWANIA ROZKEADOW

Zwykle w statystyce odrzucenie hipotezy zerowej przez jeden z testow jest
powodem ostatecznego odrzucenia tej hipotezy. Zdajac sobie spraweg z réznej
wrazliwo$ci wymienionych trzech testoéw autorzy oszacowali ,,stopien niedopa-
sowania” rozktadow, biorac pod uwage liczbe testow odrzucajacych hipoteze
Zerowa.

Wspotczynniki rozwazanych rozkladow wyestymowano metoda najwigkszej
wiarygodnosci, z uzyciem oprogramowania komputerowego R oraz Matlab, dla
sumy dziennych wyptat kazdego z bankomatow. Nastepnie, stosujac testy:
chi-kwadrat, Kotmogorowa-Smirnowa i Andersona-Darlinga, zweryfikowano
hipotezy o dopasowaniu danych do wybranych rozkladéow teoretycznych.
W przeprowadzanych testach poziom istotnosci wynosit 0,05.

W dalszej czgsci pracy przedstawiono wyniki analizy zwiazanej z dopasowa-
niem kazdego z rozkladow catej grupy bankomatow. Zgodno$¢ dopasowania
ocenimy w skali 0—3, przy czym warto$¢ ta okresla, w przypadku ilu testow
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hipoteza zerowa nie zostata odrzucona, np. 0 oznacza, ze wszystkie testy odrzu-
city hipotezg o zgodnos$ci danych z rozkltadem teoretycznym, natomiast 3 ozna-
cza, ze zaden z testow nie odrzucil badanego rozktadu.

TABL. 6. SIEA DOPASOWANIA POSZCZEGOLNYCH ROZKEADOW TEORETYCZNYCH
DO DANYCH EMPIRYCZNYCH

Typ rozktadu 9 : 2 ;
liczba w % liczba w % liczba w % liczba w %

Normalny .......cccceeeveeeeee 180 61,43 28 9,56 71 24,23 14 4,78
Logistyczny ... 213 72,70 37 12,63 38 12,97 5 1,71
Skalowany #-Studenta .... 162 55,29 30 10,24 87 29,69 14 4,78
Potegowo-wyktadniczy 160 54,61 26 8,87 89 30,38 18 6,14
Mieszanka dwoch roz-

ktadow normalnych ... 46 15,70 28 9,56 178 60,75 41 13,99
Mieszanka trzech roz-

ktadéw normalnych ... 1 0,34 1 0,34 190 64,85 101 34,47
NIG o 120 40,96 20 6,83 110 37,54 43 14,68
Hiperboliczny 129 44,03 19 6,48 103 35,15 42 14,33
o-stabilny ........cocooveeveenene. 204 69,62 11 3,75 60 20,48 18 6,14

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

W tabl. 6 zamieszczono wyniki dopasowania wybranych rozktadow wedhug
wszystkich danych bez ich kategoryzowania. Latwo zauwazy¢, ze rozktad nor-
malny zostat odrzucony przez wszystkie trzy testy dotyczace dziennych wyptat
z ponad 60% badanych bankomatow. Jesli chodzi o dopasowanie, to gorzej pro-
centowo wypadaja rozktady logistyczny oraz a-stabilny. Réwniez dane z ponad
potowy bankomatow nie zostaly dopasowane do rozktadow skalowanego
t-Studenta oraz potggowo-wyktadniczego. O niewiele lepszym dopasowaniu
mozna mowi¢ w przypadku rozkladéw hiperbolicznego oraz odwrdconego gaus-
sowskiego. Dla danych z ponad 40% bankomatow wszystkie testy odrzucity
zgodno$¢ z tymi rozkladami. Ewidentnymi liderami, jesli chodzi o zgodnos¢
z analizowanymi danymi empirycznymi sa mieszanki rozktadéw normalnych,
zwlaszcza trzech rozktadéw normalnych. Okazato sig, ze tylko w przypadku
jednego bankomatu wszystkie testy odrzucity mieszanke trzech rozktadéw jako
rozktad opisujacy dzienne wyptaty z bankomatow. Dla 291 z 293 bankomatoéw
przynajmniej dwa z trzech testow nie odrzucily mieszanki trzech rozktadow
normalnych.

Wyniki wskazuja wigc na mieszankg trzech rozktadéw normalnych jako ten
rozktad, ktéry powinien zosta¢ wzigty pod uwage w dalszych badaniach nad
tworzeniem modelu prognostycznego.

Z tabl. 6 mozna odczytac, jak kazdy z rozkladow dopasowuje si¢ do analizo-
wanych danych empirycznych. Jednak nie ma tu mozliwos$ci poréwnania dopa-
sowania poszczegolnych rozktadow do konkretnych bankomatéw. W tym celu
dla kazdego bankomatu wybrano rozktad, ktory najlepiej charakteryzuje sume
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dziennych wyptat. Za najlepiej dopasowany rozktad uznano ten, ktory nie zostat
odrzucony przez najwigksza liczbe testow. W przypadku gdy dwa rozktady mia-
ly identyczny wynik wybierano ten, dla ktorego statystyka Andersona-Darlinga
byla najwigksza. Jak juz podkres§lono, test ten charakteryzuje si¢ wysoka czulo-
$cia, bada zgodno$¢ danych empirycznych z rozkladem teoretycznym w ,,0go-
nach” rozktadu. Znajomo$¢ rozktadu w ,,ogonach” jest wazna ze wzgledu na
wybor odpowiedniego modelu prognostycznego. Wyniki opisanej analizy za-
mieszczono w tabl. 7.

TABL. 7. POROWNANIE WYNIKOW DOPASOWANIA POSZCZEGOLNYCH ROZKLADOW

Typ rozktadu Liczba W %
Brak oo 1 0,34
Potggowo-wykladniczy .......cccoceveeinieenieinieirieienne 1 0,34
Skalowany #-Studenta .........coeeveeerneenenee 1 0,34
Mieszanka dwoch rozktadéw normalnych 23 7,85
Mieszanka trzech rozktadow normalnych ..... 238 81,23
NIG oo 13 4,44
HiperbolicZny .......cccoeerieinieiiinireneeeee e 16 5,46

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

Wyniki potwierdzaja wczesniejsze analizy, bowiem w przypadku az 238 ban-
komatdw, czyli w ponad 80%, najlepszym dopasowaniem charakteryzowata si¢
mieszanka trzech rozktadéw normalnych. W tym rankingu kolejne miejsca zajeg-
ly: mieszanka dwoch rozkladow normalnych (7,85%), rozktad hiperboliczny
(5,46%) 1 odwrécony gaussowski (4,44%). Tylko dla jednego bankomatu zaden
rozktad nie zostat dopasowany.

Wyniki potwierdzaja, ze mieszanka trzech rozkladéw normalnych najlepiej
opisuje strukturg dziennych wyplat z bankomatéw. Z tabl. 7 mozna dodatkowo
odczytaé, ze w przypadku prawie 90% bankomatéw mieszanki rozktadéw nor-
malnych najlepiej aproksymuja rozktady empiryczne analizowanych danych.

W kolejnej czgsci pracy zbadano, czy istnieje zalezno$¢ pomigdzy dopasowa-
niem rozktadu do danych a miejscem, w jakim dany bankomat si¢ znajduje. Aby
weryfikacja miata sens, pod uwage wzigto tylko mieszanki rozktadow normal-
nych oraz rozktady NIG i hiperboliczny.

TABL. 8. WYNIKI POROWNANIA DOPASOWANIA ROZKEADOW

WEDLUG WOJEWODZTW
Mieszanka Mieszanka
o Hiperboliczny dwoch rozktadow trzech rozktadéw NIG
Wojewodztwa normalnych normalnych
liczba w % liczba w % liczba w % liczba w %
Matopolskie ......cccueueee. 11 4,80 19 8,30 188 82,10 11 4,80
Podkarpackie .................. 5 8,20 4 6,56 50 81,97 2 3,28

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.
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Wyniki zamieszczone w tabl. 8 wskazuja na brak zr6znicowania w rozktadzie
zgodnosci poszczegdlnych rozktadow w badanych wojewodztwach. Potwierdza
to wynik testu niezaleznosci, w ktorym p-value=0,6964.

TABL. 9. WYNIKI POROWNANIA DOPASOWANIA ROZKEADOW
WEDLUG KATEGORII MIEJSCOWOSCI

Mieszanka Mieszanka
. . Hiperboliczny dwoch rozktadéw trzech rozktadoéw NIG
Kategoria miejscowosci normalnych normalnych
liczba w % liczba w % liczba w % liczba w %

— — — — 14 93,33 1 6,67

4 8,70 1 2,17 41 89,13 — —

3 12,00 1 4,00 20 80,00 1 4,00

1 2,56 4 10,26 34 87,18 — —

8 4,85 17 10,30 129 78,18 11 6,67

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

Dopasowanie rozktadéw do danych dotyczacych bankomatéow znajdujacych
si¢ w miejscowosciach o réznym zaludnieniu wykazato lekkie dysproporcje
(tabl. 9). Mozna zauwazy¢, ze dla matych miejscowosci mieszanka trzech roz-
ktadow normalnych dopasowuje sig¢ najlepiej w ponad 90% przypadkow, jedno-
czes$nie dla Krakowa (kategoria V) udziat ten byt ponizej 80%. Rowniez wyniki
pozostalych rozktadow wskazuja na niewielkie zroznicowanie zgodno$ci dopa-
sowania w zaleznosci od liczby mieszkancow. Jednak przeprowadzony test nie-
zalezno$ci nie wskazuje na istotno$¢ tego zrdéznicowania. Wartos¢ p-value
w tym przypadku wynosi 0,1889.

TABL. 10. WYNIKI POROWNANIA DOPASOWANIA ROZKEADOW
WEDLUG TYPOW LOKALIZACJI

Mieszanka Mieszanka
Hiperboliczny dwoch rozktadow trzech rozktadow NIG
Typ lokalizacji normalnych normalnych
liczba w % liczba w % liczba w % liczba w %

Oddziat bankowy .... 3 3,61 5 6,02 73 87,95 2 2,41
Centrum rozrywki . 1 16,67 — — 5 83,33 — —
Hipermarket .................. 3 7,89 6 15,79 27 71,05 2 5,26
Hotel ..o, — — — — 3 50,00 3 50,00
Stacja paliw 1 4,00 1 4,00 23 92,00 — —
Sklep ....... 1 2,04 4 8,16 43 87,76 1 2,04
Centrum handlowe 5 11,90 3 7,14 31 73,81 3 7,14
Pozostate .......cccceevennen. 1 2,70 3 8,11 33 89,19 — —

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

Wyniki zamieszczone w tabl. 10 wskazuja, ze rodzaj lokalizacji bankomatu
najbardziej réznicuje typy rozktadoéw, ktore najlepiej opisuja strukturg danych.
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Wedhug wszystkich typow lokalizacji mieszanka trzech rozktadow normalnych
najtrafniej przybliza rozktad empiryczny danych, z wyjatkiem bankomatow
w hotelach, gdzie rownie dobre dopasowanie uzyskuje rozklad NIG. W przy-
padku bankomatow zlokalizowanych na stacjach paliw, w oddziatach banko-
wych 1 w sklepach mieszanka trzech rozktadéw daje najlepsze dopasowanie
w blisko 90% przypadkow. Jednak w przypadku bankomatéw w hipermarketach
i centrach handlowych jest to niewiele ponad 70%. Jesli chodzi o bankomaty
zlokalizowane w hipermarketach, dobry wynik dopasowania uzyskuje rowniez
mieszanka dwoch rozktadéw. W centrach handlowych dla niektorych bankoma-
tow pozostate rozkltady daja lepsze dopasowanie. Opisane zréznicowanie zgod-
nosci rozktadow w zaleznosci od typu lokalizacji okazuje sig istotne statystycz-
nie, gdyz warto$¢ p-value dla testu niezaleznosci wynosi 0.

Whioski

W artykule autorzy podjgli probg zbadania empirycznych wiasnosci dzien-
nych wyplat z bankomatéw ze szczegdlnym uwzglednieniem dopasowania roz-
ktadéw teoretycznych.

Uzyskane wyniki wskazuja, ze badane szeregi cechuja si¢ niejednorodnoscia.
W znaczniej wigkszosci przypadkow rozktadem, ktory najlepiej aproksymuje
dane empiryczne jest mieszanka trzech rozktadéw normalnych.

Dodatkowo wykazano, ze najwigkszy wplyw na rodzaj rozktadu ma typ loka-
lizacji, natomiast rodzaj dopasowania rozktadu nie jest powiazany z wojewddz-
twem oraz miejscowoscia, w ktorych znajduje si¢ bankomat.

Uzyskane wyniki moga mie¢ duze znaczenie przy wyborze metody progno-
zowania oraz modelu prognostycznego. Dobre dopasowanie mieszanki trzech
rozktadow normalnych moze wskazywa¢ na mozliwos¢ zastosowania modelu
przetacznikowego do opisu podszeregdw dajacych si¢ wyrdzni¢ z danego szere-
gu czasowego wyplat w bankomatach na podstawie odpowiednio zdefiniowa-
nych kryteriow.

Chodzi o to, ze wspotczynniki kombinacji wypuktej (proporcje mieszanki)
trzech rozktadéw normalnych zapewne zmieniaja si¢ na skutek m.in. tzw. efektu
kalendarza, obserwowanego w przypadku wyptat z bankomatéw. Uwzglednienie
tego faktu moze nastapi¢ wilasnie poprzez zastosowanie modelu przetaczniko-
wego.

W zwiazku z zaobserwowanym zahamowaniem rozwoju sieci bankomato-
wych w krajach wysoko rozwinigtych jest rzecza wazna z praktycznego punktu
widzenia okre$lenie perspektywy rozwoju sieci bankomatow w tych krajach,
a takze w Polsce. W szczegdlnosci chodzi o rozpoznanie, w jaki sposob wplynie
to na poshugiwanie sig¢ gotdéwka, bowiem obecnie przewiduje sig¢ raczej spadek
popytu na gotowke.
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Chociaz jest to prawdopodobny scenariusz, to jednak rosnace koszty transak-
cji moga sprzyja¢ pobieraniu gotowki. Otwieraja si¢ zatem perspektywy badan
w zakresie zwiazkéw pomigdzy koncentracja w sektorze bankowym i podaza
bankomatdéw z jednej strony oraz popytem na gotowke i dostgpnoscia ustug go-
towkowych w postaci gtownie bankomatow, ale takze alternatywnych sposobow
platnosci, z drugiej strony.

prof. dr hab. Henryk Gurgul, mgr Marcin Suder — AGH w Krakowie
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SUMMARY

ATMs require a continuous connection with the performance management of
payments, and distributing cash acceptance, attitude appropriate use of appro-
priate devices and software, as well as protection against fraud. This paper tries
to fit the theoretical distributions to the empirical distribution of withdrawals by
ATM installed in Malopolskie and Podkarpackie voivodships. Probability distri-
bution may be useful as a signal to take a risk protection strategy or as a basis
for filling ATMs with cash. Knowledge of the probability distribution is essential
that the data from the past can be used to draw money management forecasts.

PE3IOME

banxomamusl mpebyiom HenpepvieH020 YNPAGIEHUs CA3AHH020 C NpoGede-
HUeM GbINIAM, NPUEMOM U pacnpedeleHuem Oenee, 0becnedeHuem coomeem-
cmsyoueco 000py00sanus U UCHONL30BAHUEM HNPOSPAMMHO20 00eCneyeHus,
a maxoice 3awumot om moutennuvecmsa. Cmamvs npedcmagisiem memoobl
NPUCNOCODNIUBAHUSL MEOPEMUHECKUX U IMIUPUYECKUX PACAPEOeNeHUL 8bINAAM
Oenee uepez OAHKOMAMblL YCMAHOBLEHHbIE 68 MAJIONOILCKOM U NOOKAPRAMCKOM
soegoocmesax. Pacnpedenenue eeposmnocmeti moscem 6vimb HONE3HLIM KAK
CueHan 0 NPEONPUHUMAHUSL 3AWUMbL O PUCKOG WU JiCe 8 KAYeCHEe OCHOBbL
cmpamezuu  3aNONHEHUsT  OAHKOMAMO8  HAMUYHBIMU — OeHbeamu. 3HaHue
pacnpeodenenuss 8eposmMHOCHell A6AAemcs HeobXo0uMbiM Oisl UCHOAb308AHUS
OAHHBIX U3 NPOUIO20 6 COCMAGICHUU NPOSHO308 YAPAGICHUS OCHENCHbIMU
cpedcmeamil.
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